Kapitola 1

Logisticka regrese

Motivac¢ni povidéani ... jeden z nejpouzivanéjsich modeli ... v jistém smyslu lze logistickou
regresi povazovat za zdklad neuronovych siti, ke kterym se dostaneme pozdéji.

Logistické regrese, prestoze se jmenuje z historickych divodu regrese, je klasifika¢ni model,
ktery ve své zékladni podobé klasifikuje objekt popsany vektorem ryst do t¥id 1 (ano) a 0 (ne).

1.1 Model

Stejné jako v piipadé perceptronu (viz. kapitola 77, vyuzijeme vaZeny soucet rysu. Vahy pro
jednotlivé rysy nam tikaji, jak moc je ktery rys prispiva tomu, abychom objekt klasifikovali
kladné. Vahy tedy mohou byt i zaporné, v takovém pripadé, ¢im silnéjsi rys je, tim spise
bude objekt klasifikovan zaporné.

Jmenuje se podle logistické funkce, kterd se pouziva pro rozhodovani, do jaké tiidy objekt
patri. Logistickou funkci muzeme popsat vzorcem:

f(z) = : (1.1)
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Obrazek 1.1: Prubéh logistické funkce na intervalu [—30; 30]
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Jak vidime z pribéhu funkce (viz Obrazek ?77?), chova se jako jako jakési prahova funkce.
Pokud dostane dostatecné velké ¢islo, vraci ¢islo, které se blizi jednic¢ce, naopak pri dostatecné
nizkém vstupu vraci ¢islo, které se velice blizi nule. VSimnéte si také, ze pro z = 0 je jeji
hodnota %

Za z do logistické funkce dosadime vazeny soucet rysti. Rovnici zapiseme takto:
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opak. V hodnoté jedna polovina se tedy lame, zda vice véfime 1 nebo 0.
7 toho uz je krucek k formalnimu popisu modelu:
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(1.3)

Bystry ¢tenar si mozna vsiml, ze takto zadany model se prilis nelisi od perceptronu. Model
jako takovy je skutecné ekvivalentni — ptame se na to, jestli je vazeny soucet rysi vétsi nebo
mensi, nez néjaka pevné stanovena mez. Co se v tomto pripadé lisi, je zpiisob uceni modelu,
ktery se v pripadé logistické regrese odvozuje pomoci teorie pravdépodobnosti.

[JL: Ted popsat, jak se to uci
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JL: Napsat, ze existuje SGD

JL: Regularizace ... nejprve natrenovat model bez regularizace a ukazat learning curves
a overfitting

JL: Pak pridat regularizaci jako penaltu za vysoke vahy a ukazat rozdil
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JL: Plot: velikost regularizacniho parametru a trenovaci a testovaci chyba

Nésledujici dvé ¢asti obsahuji vice matematiky.

1.2 x Pravdépodobnostni odvozeni

(JL: Z tohodle textu smazat vétSinu J

Logistickou regresi lze odvodit také jako odhad podminéné pravdépodobnosti klasifika-
ce hodnotou 1, je-li dan vektor rysit. Driiv, nez se dostaneme k naznaku tohoto odvozeni,
je potfeba varovat, ze pravdépodobnostni interpretace logistické regrese, mize byt v mno-
hém zavadéjici. Vystup logistické funkce je sice z ¢isté formalniho matematického hlediska
pravdépodobnosti, v praxi ale zdaleka nemusi odpovidat tomu, co si pod pravdépodobnosti
intuitivné predstavujeme. Lepsi odhad toho, s jakou jistotou model funguje, nam dava je-
ho uspésnost na testovacich datech, byt i zde musime byt opatrni, pokud chceme toto ¢islo
pouzivat jako pravdépodobnost.

Predpokladdme totiz, ze kdyZ uz mame néjaky vektor ryst (to je ta podminka, proto pod-
minénd pravdépodobnost), je rozhodnuti, jakd bude klasifikace, ndhodné — tzv. Bernoulliho



proces. Ten si mizeme predstavit jako hod neférovou minci, kde padé orel (kladné klasifika-
ce) s pravdépodobnosti p. V pripadé logistické regrese se pokusime to, jak by takovy proces
mohl vypadat, popsat nasledujici (autofi védi, Ze bizarni) alegorii.

Predstavujeme si, ze nékde existuje néjaky stroj, ve kterém je naprogramovany nas model.
Kdyz dostane na vstupu vektor rysii pro néjaky objekt, spocita pravdépodobnost, ze bude
klasifikovan kladné. Potom vyrobi minci, na které s touto pravdépodobnosti pada orel a minci
si hodi. Pokud padne orel, fekne 1, v opacném pripadé 0.

Je jisté zfejmé, Ze jen maloktery jev ve svété se da popsat, takovymto pravdépodobnostnim
mechanizmem. Tento predpoklad nam umoznuje, aby byl model stale relativné jednoduchy
a v praxi se ukazuje, ze takové uceni dava dobré vysledky. Vystupu logistické funkce se
obvykle 11kd mira jistoty nebo konfidence modelu (anglicky confidence).

Nyni uz slibovany naznak pravdépodobnostniho odvozeni. Pravdépodobnost néjakého je-
vu (tfeba ze na minci padne orel) bézné odhadujeme jako pomér poctu pripadu, kdy jev
nastal, a poc¢tu vsech pokust. Pokud hodim tisickrat minci a jenom 420 krat padne orel,
mohu pravdépodobnost toho, Ze padl orel, odhadnout na 420/1000 = 0, 42.

Jak ale odhadneme pravdépodobnost v ptipadé ze mame k dispozici pouze vazené soucty
ryst? Pomuzeme si tim, Ze si zavedeme skore, kterému se nékdy také rika energie podle
fyzikalnich souvislosti. Budeme mit zvlast vahy pro situaci, kdy bychom objekt klasifikovali

kladné (wg, ..., w}) a zdporné (w), ... w}). Energii pro kladnou klasifikaci zavedu jako

E(1]x) = e¥oraiz witi (1.4)

a analogicky pro zapornou.

Na rozdil od prostého vazeného souctu, mame zaruku, ze toto skore bude mit vzdy kladnou
hodnotu. Pravdépodobnost potom mizu odhadnout nikoli jako pomér poctii, ale jako pomér
téchto skore:
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P(y = 1|x) = P(y = 0[x) =1 - P(y = 1]x). (1.5)
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Jednicku v pravdépodobnosti zaporné klasifikace muzeme vyjadiime jako 1 — y — v takovém
pripadé vychazi pro kladnou klasifikaci nula — a minus pred pravdépodobnosti vyjadiime jako
nasobeni hodnotou (—1 + 2y) — pro kladnou klasifikace ddva +1. Nyni uz muzeme vyjadrit
model obecné pro obé mozné hodnoty y jednim vzorcem:
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P(ylx) = (1 —y)+ (2y - 1) (1.6)
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Podivejme se nyni detailnéji na zlomek v rovnicich 1.5 a 1.6. Zlomek nejprve rozsitime
hodnotou v ¢itateli a dostavame:
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Zlomek ve jmenovateli upravime pomoci pravidel pro pocitani s exponenmalnimi funkcemi,
zjednodusime a dostaneme vyraz
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(1.8)
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To uz je vlastné logisticka funkce. Vidime také, ze nepotiebuje zvlast znat vahy pro kladnou
a zapornou Kklasifikace, jediné co potrebujeme je jejich rozdil. Pravé tento rozdil jsou vahy,
které vyuziva logistickd regrese — pokladame w; = w) — wy.

Funkce, kterou pouzivame v logistické regresi, jistym zpiisobem odhaduje pravdépodob-
nost, ze bude objekt bude klasifikovan kladné. Toho se vyuziva pti uc¢eni model, jak ukazeme
v dalsi ¢ast, ovsem za nerealistického predpokladu, ze klasifikace se ve skutecném svété Ber-

noulliho proces.

1.3 *x Odvozeni uéeni

Uceni modelu vyuziva jeho pravdépodobnosti interpretaci. Z té odvodime takzvanou véro-
hodnost parametri — vah rysu (anglicky likelihood). Ukazeme si algoritmus, kterym se da
postupné zvysovat vérohodnost modelu, az dosdhne svého maxima.

Méjme tedy trénovaci data D, ktera tvori N dvojic vektori a spravnych klasifikaci
(x1,%1), ..., (Xn,tn) a model s vahami souctu, které budeme pro jednoduchost zapisu ozna-
covat jako w.

Kdyz definujeme vérohodnost modelu, divime se pravdépodobnost jakoby z druhé strany;,
nez je logické. Pro vahy rysi w se ptame, jak pravdépodobné by bylo, ze vznikla trénovaci
data, ktera pouzivame — za predpokladu, ze by model, co pouzivame, byl fixné dany.

Pokusime tuto krkolomnou tivahu vysvétlit trochu pomaleji. Vratime se k predstavé po-
divného stroje z minulé casti. Kdyz se ptame, jak vérohodné jsou urcité vahy, vyrobime
nejprve stroj pro tyto vahy a potom se zeptame, jak pravdépodobné by bylo, ze kdybychom
tomu stroji dodali stejné vektory rysi, jako mame v trénovacich data, dostali bychom totoz-
né klasifikace. Vlastné se ptame, jak moc dobfe je mozné, ze by model sam pripravil nase
trénovaci data — a predpokladame, ze ¢im lepsi model, tim spiSe se takto chova.

Abychom toto mohli odhadnout, predpoklddame navic, ze jednotlivé trénovaci priklady
jsou na sobé navzajem nezavislé. Protoze pravdépodobnost toho, Ze soucasné nastane nékolik
nezavislych jevi, je rovna soucinu jejich pravdépodobnosti, mizeme vyjadrit vérohodnost jako
soucin pravdépodobnosti pro jednotlivé trénovaci priklady. Z predchozi casti vime, zZe tuto
pravdépodobnost muzeme vyjadrit prave logistickou funkci.
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(1.9)

Nékterym ctendrim se muze cely tento obrat zdat podezrely. Na misté je jisté otazka,
jak to vérohodnost vah pocitame jako podminénou pravdépodobnost dat, jsou-li dany vahy
modelu. Neni to néjaky nesmysl? Nemélo by to byt naopak? Odpoved je, ze by to klidné
mohl byt naopak, ale vysledek by byl stejny. Tyto dva pohledy totiz zachycuji rozdil mezi
klasickym (tzv. frekvetistickym) a Bayesovskym pohledem na statistiku. Pro uklidnéni zvi-
davych ¢tenar ukazeme, proc¢ jsou v tomto pripadé oba pohledy ekvivalentni, pro strucnost
pouze ve zjednodusené notaci.

Podminénou pravdépodobnost vah w, jsou-li dana trénovaci data D rozepiSeme pomoci

Bayesova pravidla:
Djw)P(w)

P(w|D) = a P(D) (1.10)



Protoze dopredu nevime o vahach viibec nic, ma kazda sada vah stejnou pravdépodobnost. Co
je pravdépodobnost dat PD, je na delsi povidani, ale muzeme se spokojit s tim, ze trénovaci
data jsou jenom jedna a proto je to vzdy stejné ¢islo. Tyto dva ¢leny jsou tedy konstantni
bez ohledu na to, jaké vahy zvolime. Z toho plyne, zZe kdyz vérohodnost jako podminénou
pravdépodobnost vah modelu, jsou-li dana data, staci maximalizovat obracenou podminénou
pravdépodobnost, jak jsme vérohodnost zavedli v rovnici 1.9.

Pokud bychom vérohodnost pocitali v této formé na pocitaci, dochazelo by ¢asto k nume-
rickym chybam. Jedna se o souc¢in mnoha c¢isel mezi nulou a jednou, takze vysledek byl velice
malé ¢islo, které by bylo vzhledem k vlastnostem procesorti zaokrouhleno na nulu. Vyuzijeme
toho, ze logaritmus je prosta funkce a tedy £’ zlogaritmujeme, nezméni to, v jakych bodech
je jejil minimum a maximum. Muzeme tedy psat:
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Kdyz provedeme tpravy podle pravidel pro pocitani s logaritmy, dostaneme:
Ti, co se jiz setkali s diferencidlnim poctem, védi, ze maximum funkce lze najit tak, ze
nejprve spocitame derivaci funkce a potom hledame body, kdy je derivace rovna nule.

(JL: Dokoncit odvozeni derivace }
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