Kapitola 1

Naivni Bayesuv klasifikator

Soucasna umeéla inteligence pouziva velice ¢asto teorii pravdépodobnosti k odhadu nejistoty
rozhodnuti, které stroje provadi. Z teorie pravdépodobnosti vychazi v minulém desetileti
velice popularni grafické modely a vyuzivaji ji i v soucasnosti velmi rychle se rozvijejici
neuronové sité. V této kapitole si ukazeme jeden velice jednoduchy pravdépodobnostni model,
ktery se pouziva ke klasifikaci, a k jehoz vysvétleni staci pouze stredoskolskd matematika.

V klasickém stredoskolském pojeti se pravdépodobnost pouziva k popisu udalosti, které
u kterych opredu odhadnout, jak dopadnou — napriklad protoze takovy vypocet byl neptred-
stavitelné slozity (napiiklad u hodu kostkou). Teorie pravdépodobnosti muzeme uplatnit
i v pripadé pocitani s nejistotou (EN: uncertainty), byt se v tomto pripadé jedna o kvalitativ-
né jinou veli¢inu. Kdyz rikdme, Ze je padesatiprocentni pravdépodobnost, Ze na minci padne
orel, myslime tim Ze kdyz hodime mnohokrat, padne orel priblizné v poloviné ptipada. Kdyz
ale tvrdime, ze ledovec roztaje s padesatiprocentni pravdépodobnosti, nemyslime tim, ze kdy-
bychom naklonovali tisice zemékouli a nechali je se nezavisle vyvijet za stejnych podminek,
na poloviné z nich by ledovec roztal a na druhé poloviné nikoli. Vysledek byl vzdy stejny.
Pravdépodobnostni modely ve strojovém uceni modeluji pravé tuto nejistotu — na zakladé
vstupnich rysi a dostupnych trénovacich dat. Model si miize byt jisty a zaroven se mylit.

Casto se uvadi vyzkum americké armady z pocatku 90. let, jehoz cilem bylo automatické
rozlisovani snimkii spojeneckych a nepiatelskych tanki'. Jak takové fotky tankt vypadaly si
muzete prohlédnout na obrazku 1.1. K rozpoznavani tehdy pouzili neuronovou sif a dosahli
uspésnosti pres 90 % na nezavislé testovaci sadé, kterou nepouzili pii trénovani. Rozhod-
nuti modelu vykazovala vzdy velkou miru jistoty, systém presto v praxi naprosto selhaval.
Pozdéji se ukazalo, ze fotky nepratelskych tanki byly vyfoceny v den, kdy byla zatazena
obloha, fotky spojeneckych, kdyz bylo jasno. Neuronova sif potom vyuzivala tuhle nahodnou
pravidelnost v trénovacich datech, a kdyz byla zatazena obloha, s jistotou odpovédéla, ze se
jedné o nepratelsky tank.

Model, ktery si predstavime v této kapitole je podstatné jednodussi, nez neuronova sit
urc¢end k rozpoznavani tankt. Diive, nez si vysvétlime samotny model, zopakujeme nékteré
zakladni pojmy z pravdépodobnosti a statistiky, které budeme potiebovat.

!Kompletni technickou zpravu mohou zijemci nalézt zde: http://www.cs.colostate.edu/~vision/
publications/1994_fcarson_report.pdf
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Obrézek 1.1: Ukazka trénovacich dat pro rozpoznavani tankii, zdroj: Technicka zprava Fort
Carson

1.1 Podminéna pravdépodobnost

V pravdépodobnosti a statistice fikame, ze jevy A a B jsou nezavislé, kdyz pro pravdépo-
dobnost, ze nastanou oba jevy zaroven (tzv. sdruzenou pravdépodobnost) plati vztah:

P(A,B) =P(A)-P(B). (1.1)

To se da snadno ilustrovat napriklad na hodu kostkou. Pravdépodobnost, ze padne Sestka
je %. Pravdépodobnost, ze padne dvakrat za sebou je podle vzorce 1.1 rovna %. To ovéri-
me snadno kombinatoricky: je celkem 36 kombinaci, které mohou padnout pri hodu dvéma
kostkami, jedina z nich jsou dvé Sestky, pravdépodobnost je tedy %.

Dalsi pojem, ktery je tfeba pripomenout je podminénd pravdépodobnost (EN: conditional
probabiity). Pravdépodobnost, ze nastane jev A (tfeba Ze na dvou hracich kostkéch padne
dohromady vice nez 7) za podminky, Ze nastal jev B (tfeba ze na prvni hraci kostce uz padlo

5) muzeme vyjadiit nasledujicim vzorcem:

P(A, B)

P(AIB) = g7E

(1.2)
kde P(A, B) je pravdépodobnost, Ze oba jevy nastavaji zaroven.

Pro nés jednoduchy piiklad s hracimi kostkami je jasné, Ze aby byl soucet vétsi nez 7,
musi na druhé kostce padnout cokoli, kromé jednicky nebo dvojky. Pokud se jedna o férovou
kostku, vidime pravdépodobnost, zZe soucet bude alespon 7 je % = %

Pokud pocitame podle rovnice 1.2, dosadime do citatele pravdépodobnosti, Ze na prvni
kostce padlo 5 a zaroven je soucet veétsi nez 7. To nastava tehdy, kdyz na druhé padne alespon
3. Jsou tedy 4 moznosti z celkové 36 kombinaci, co miize na kostkadch padnout. Do jmenovatele
dosadime pravdépodobnost, ze na prvni kostce padlo 5, to je %. Po dosazeni ziskame stejnou
% jako v pripadé primocarého reseni.

7 této dvou definic mizeme odvodit Bayesovu vétu. Definici zformulujeme pro podminé-
nou pravdépodobnost P(B|A) a rovnici vyndsobime jmenovatelem na pravé strané:

P(A, B) = P(B|A) - P(A)
Tento vztah potom dosadime rovnou do definice 1.2, ¢imz dostavame znéni Bayesovy véty:

P(B|A) - P(4)
P(B)

P(A|B) = (1.3)
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Zatim jsme o pravdépodobnosti jako o nastroji pro popis néceho, co se chova nepredvida-
telné a co lze mnohokrat opakovat. Nyni si ukazeme jednoduchy priklad, kdy miizeme pouzit
Bayesovu véty pro odhad nejistoty.

Castym pifkladem, na kterém se vysvétluji riizné pravdépodobnostni modely, je tahani
kuli¢ek z ruznych nddob (pfinejmensim uz od 19. stoleti). Nedava moc prakticky smysl néco
takového pocitat. Uvaha, kterou na tomto pifkladu provedeme, se ndm ale bude hodit pozdéiji.
Meéjme dvé krabicky a v kazdé deset barevnych kulicek. V krabicce a je 6 modrych a 4
zelené kulicky, v krabic¢ce b je jedna modra 9 zelenych. Vybereme jednu z krabi¢ek nahodné
a vytahneme jednu kulicku. Dokud nevime, jakou méa kulicka barvu, nemame zadny divod
preferovat nékterou z krabicek. Jakmile zjistime, ze kulicka ma zelenou barvu, za¢ne nam byt
pomoci Bayesovy véty. Zajima nas pravdépodobnost, ze jsme vybrali krabicku b, za podminky,
ze kulicka je zelena:

P(z[b)P(b)

P(z)

Pravdépodobnost, ze z krabicky b vytahneme zelenou kulicku (P(z|b)), je 1%; pravdépodob-
nost, ze zvolime krabicku b je % Zbyva nam odhadnout jmenovatele — tedy pravdépodobnost,
ze bude vytazena zelena kulicka.

Zajima nas, jaka je pravdépodobnost, ze byla tazena zelena kulicka, jedno z jaké krabicky.
Protoze kulicku nelze vytahnout napil z jedné a napil z druhé krabicky, jedna se o logickou
disjunkci a mtizeme pravdépodobnost vyjadrit jako soucet pravdépodobnosti udalosti, ze byla
zelena kulicka tazena z kazdé krabicky:

P(z) = P(z,a) + P(z,b)

P(b]z) =

Sdruzené pravdépodobnosti P(z,a) a P(z,b) stile nezname, ale mizZeme je opét rozepsat
podle definice podminéné pravdépodobnosti. Dostavame

4 1 9 1 13 1
"2 02 1002

Po dosazeni dostaneme pravdépodobnost toho, ze kulicka pochézela z krabicky b rovnu
% ~ 70 %. To je v souladu s tvahou selskym rozumem, ze kdyz je kulicka zelend, nejspis
pochézi z krabicky b, kdyz je jich tam vice.

V toto prikladé ziskana pravdépodobnost neni odhad ¢etnosti pti opakovani experimentu
do nekonecna. Udalost vytazeni kulicky se jednou pro vzdy odehrala. Jediné, co mizeme
pocitat, jak moc jsme si jisti, Zze byla vytazena z jedné nebo druhé krabicky.

P(z) = P(z|a)P(a) + P(z]b)P(b)

1.2 Model

Kdyz klasifikaci pouzivame pravdépodobnosti modely, odhadujeme pravdépodobnost (jisto-

tu) P(y|z), tedy pravdépodobnost ptifazeni znacky y, je-li dan vektor rysu z. V zdkladni

verzi, kterou si ukdzeme pracuje Naivni Bayes pouze s kategoridlnimi proménnymi.
Pravdépodobnost klasifikace si rozepiseme pomoci Bayesovy véty:

P(ylz) = %{lp(y). (1.4)



rys mozné hodnoty
vek 10-19, 2029, 30-39, 4049, ..., 90-99
menopauza predmenstruacni vék, vék do 40 let, vek

velikost primarniho nadoru

pocet miznich uzlin s nddorovymi bun-
kami

lozisko zapouzdieno

stupen maligity

prs

kvadrant umisténi nddoru

ozarovani

nad 40 let
0-4 mm, 59 mm,
55-59 mm
0-2, 3-5, 6-8, 9-11, 12-14, ..., 36-39

10-14 mm, ..,

ano, ne

1,23

levy, pravy

levy horni, levy spodni, pravy horni,
pravy dolni, stfedni

ano, ne

Vyraz ve jmenovateli nezavisi na znacce y. Protoze chceme klasifikovat, nemusi nas zajimat
konkrétni odhad nejistoty, zajima nas pouze, jakd znacka ma nejvyssi pravdépodobnost —
nejvyssi hodnotu ¢itatele. Pokud by nas zajimal i jmenovatel, mtizeme ho spocitat obdobné
jako v nasem prikladu s krabickami.

Nase odhadnuté klasifikace ¢ je takova znacka y, pro kterou je hodnota Citatele nejvyssi.
Formalné piseme

g = argmax P(z|y)P(y). (1.5)

y
Zapis argmax,, f(y) zde znamena y, pro néjz je hodnota vyrazu f(y) nejvyssi.

Odhadovani pravdépodobnosti v predchozi rovnici si vysvétlime na prikladu dalsi dlohy,
kterd byva uvadéna v literatufe o strojovém uceni. Ulohou je odhadovan{ moznosti recidivy
karcinomu prsu. K této tloze jsou k dispozici anonymizované informace o 277 pacientkach
z roku 1988. Rysy, které budeme pouzivat k rozhodnuti jsou uvedeny v tabulce 77.

Sada ryst i pocet pacientek jsou velmi omezené. Kazdého urcité napadne, Ze existuji
i dalsi faktory, které hraji roli — napriklad genetickd zatéz, zda koufi, mira stresu, které je
vystavena atd. Navic data byla sbirana v 80. letech v Lublani. Lze tedy ocekavat, ze skupina
pacientek byla etnicky homogenni a v socialistické se Jugoslavii bez velkych ekonomickych
rozdill, se pacientky se prilis neliSily svym zivotnim stylem. Model tyto informace nema
k dispozici a rozhoduje vzdy stejné.

Pravdépodobnost P(y) v rovnici ?? je pravdépodobnosti ze dojde k recidivé nddoru bez
ohledu na to, jaké hodnoty jsme u pacientky namérili. Tuto pravdépodobnost mizeme jed-
noduse odhadnout jako pomér pacientek, u kterych doslo k recidivé ku celkovému poctu
pacientek. Stejné spocitame nepodminénou pravdépodobnost, ze k recidivé nedojde.

Situace je komplikovanéjsi pri odhadu pravdépodobnosti P(z|y) — tedy pravdépodobnosti
namérenych hodnot pacientky za predpokladu (za podminky), Ze dojde k recidivé nadoru.
Trividlni zptsob, jak pravdépodobnost odhadnout, by bylo spocitat, jak casto byly mezi pa-
cientkami ty, které vykazovaly presné tuto kombinaci rysiti. Moznych kombinaci ryst je ale
obvykle tadové vice, nez mam k dispozici trénovacich datech zadna pacientka s naprosto
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stejnou kombinaci rysi nevyskytuje. To je problém, ktery musi resit vSechny klasifikacni al-
goritmy, které jsem si predstavili. Metoda nejblizsich sousedu (kapitola ??) fesi tento problém
hleddnim podobnych instanci. Perceptronovy algoritmus (kapitola ?7) problém jej obchdzi
tak, ze vlibec neuvazuje o spolecném vyskytu rysi a jednotlivym rystim pritazuje rizné vahy.
Obdobny pristup voli i naivni bayesovsky klasifikator, ktery predpoklada takzvanou pod-
minénou nezdvislost (EN: conditional independence) rysu. Tedy, je-li uz dana znacka, pred-
pokladame, ze pravdépodobnosti jednotlivych rysi jsou vzajemné nezavislé. Podle definice
statistické nezavislosti (rovnice 1.1), rozepiSseme podminénou pravdépodobnost takto:

P(zly) = P(z1, ..., 2zaly) = P(x1ly) - P(znly).

Predpoklad podminéné pravdépodobnosti je pochopitelné znacné zjednodusujici. Rysy, které
spolu systematicky souvisi, prinasi modelu ¢astecné tu samou informaci. Protoze ale ptred-
pokladame vzajemnou nezavislost rysi, je tato informace ve skutecnosti zapoc¢itana vickrat
a zkresluje rozhodnuti modelu. V tomto pripadé mohou byt takovymi rysy vék pacientky
a informace o tom, zda prosla menopazou, které spolu souvisi.

Podminénou pravdépodobnost pro i-ty P(z;]y) odhadneme uz jednoduse pomoci ¢etnosti
vyskytu rysu v trénovacich datech. Je-li timto rysem napriklad vék Zeny, vezmeme zvlast
ty, u kterych doslo k recidivé nddoru (y = +) a ty, kde nikoli (y = 0) a v rdmci téchto
kategorii (za téchto podminek) spocitame pravdépodobnost pro jednotlivé vékové kategorie.
Pro kazdou vékovou kategorii a odhadneme

c(zg=aNny=0)
c(y =0)

a stejné pro y = 1, kde funkeci ¢ se mysli pocet trénovacich prikladi, splnujici podminku
uvedenou jako argument funkce.

Uceni modelu spociva ve spocitani c¢etnosti, které potiebujeme pro vypocet pravdépodob-
nosti. Kod mize vypadat napriklad takto.

P(zg =aly =0) =

class NaiveBayes (object):

def __init__(self, training_data):
self.feature_count = len(training_data[0] [0])
self .data_size = len(training_data)
# Tabulka s pocty instanci v jednotlivych tridach
self.labels_counts = {}
# Tabulka s hodnotami rysu v jednotlivych tridach
self.cond_feature_counts = {}

for feature_vector, label in training_data:

# Pokud jsme label, jeste nevideli, zalozime ji polozku v obou

# dvou tabulkach

if label not in labels_counts:
# Znacku jsme jeste nevideli ani jednou
self.labels_counts[label] = 0
# Pripravime zvlastni tabulku pro kazdy rys
self.cond_feature_counts[label] = [{}] * feature_count

self.labels _counts[label] += 1
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for i in range(self.feature_count):

feature_value = feature_vector[i]

if feature_value not in self.cond_feature_counts[label] [i]:
self.cond_feature_counts[label][i] [feature_value] = 1

else

self.cond_feature_counts[label][i] [feature_value] += 1

Model implementujeme v Pythonu jako ttidu. Pti inicializaci objektu se spocitaji parame-
try modelu, které pozdéji vyuzivaji pri klasifikaci. Metoda, ktera provadi samotnou klasifikaci
se d& naprogramovat takto.

def classify(self, instance):
# Pro zajisteni numericke stability si rozepiseme nasobeni
# pravdepodobnosti jako nejprve nasobeni vsech citatelu a potom deleni
# jmenovateli
best_score = 0
best_label = None

# Projdu vsechny mozne labely a pro kazdy spocitam skore
for label in self.labels_counts:

label_count = self.labels_counts[labell]
count_product = np.prod(
[ self.cond_feature_counts[label][i].get(feature_value, default
for i, feature_value in enumerate(instance) ])
score = count_product /
labels_counts ** (self.feature_count - 1.0) / self.data_size
if score > best_score:
best_score = score
best_label = label

return best_label

vsemi

=0.0)

{JL: Vysledky klasifikatoru a porovnat s jinymi: decision tree, knn Hamming }

1.3 Cviceni

[JL: Tabulka: heatmapa cetnosti jednotlivych rysi J

V trénovacich datech jsou kombinace rysy, které nejsou zastoupené ..vedou k odhadu
nulové pravdépodobnosti v obou pripadech ... zkuste transformovat mnozinu rysu tak, aby
tyto pripady zmizely. Dokazete takto zvysit spravnost klasifikace?

V tabulce 7?7 uvadime vysledek uceni perceptronovym algoritmem. Jakym zpiisobem je
potieba transformovat rysy, aby bylo mozné perceptron pouzit?

Shrnuti

e Pravdépodobnostni model —

o Bayesova veta —
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